COHOMOLOGIE L p ET FORMES HARMONIQUES 
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Abstract. On montre que si une variété riemannienne admet un revêtement universel à géométrie bornée 
et si est hors du spectre ou un point isolé du spectre du laplacien sur les formes de degré i alors il existe 
1 < p < 2 tel que pour tout p < r < p' la décomposition de Hodge - de Rham pour les formes L r soit vraie 
£N| ' (p' désigne le conjugué de p). 
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1. Introduction. 

Soit M une variété riemannienne, complète de dimension n, avec un élément de volume du. 



Ph . Si ^ est un entier, < l < n, on note C(j°(A^M) l'espace des ^-formes différentielles sur M, de classe C° 

à support compact. Pour tous w G C^°(A M) et ï £ M on désigne par || ui x || la norme de oj x induite par 
, la structure riemannienne. 

Si 1 < p < oo, soit L p (A l M) le complété de Cfi°(A e M) pour la norme 



||w||J= / || ||* dr^). 

î> • J M 

O ■ Il w H oo= esssup xeM || ^ 



Si w est une forme mesurable et presque partout bornée on pose 



Pour p > 1 on pose p' — p/(p — 1). Si T est une application linéaire de L P (A ( M) dans L q (A M), on note 
|| T ||p_v g la norme de l'opérateur T. 

Rappelons que M est à géométrie bornée si pour tout x G M il existe un difïéomorphisme de la boule 

•rH . 

' unité de R" sur la boule unité de M centrée en x avec un contrôle uniforne des dérivées de ip x . 

h ; 

Désignons par d l'opérateur de dérivation extérieure sur M et o son adjoint au sens du produit scalaire 
sur L 2 (A e M) induit par la mesure da. 

Soit S = dô + ôd le laplacien de Hodge - de Rham sur M. D'après un théorème de de Rham toute forme 
lu de carré sommable (uj £ L 2 {A l M)), de degré £, s'écrit de façon unique comme 

U = UJ\ + ^2 + ^3 

où oji est adhérent à l'image dC^°(A £_1 M), u>2 est adhérent à l'image SC^° (A i+1 M) , et où ui^ est harmonique 
(Aoj3 = 0). Par la suite c désignera une constante positive dont la valeur nous importe peu et r est une 
constante qui intervient pour la première fois à la page 3 et sera la même par la suite. 
On désignera par H p l'espace des formes harmoniques de L p (A 1 (M) . 
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Le but de cette note est de généraliser, dans la mesure du possible, cette décomposition à L p (A e (M), pour 
p ^ 2. Plus précisément on prouvera l'énoncé suivant : 

Théorème : Soit M une variété riemmenienne complète. On suppose que 

(i) M admet une revêtement M à géométrie bornée. 

(ii) est un point isolé du spectre de A sur L 2 (A e M) ou n'appartient pas au spectre de A. 

Alors il existe des réels pi et p 2 , 1 < P\ < 2 < p 2 tels que pour tout pi < p < p 2 , toute forme lu G L P (A £ M) 
s 'écrive de façon unique : 

LU = dùJl + ÔLÛ2 + 

avec 

Aw 3 = 0, ||p<c||w|| p (i = 1,2,3) 
Il dut \\ p < c || w ||p, || Slu 2 \\ p < c || lu \\ p . 

Remarque. Un rapporteur nous a signalé que Y. A. Kordyukov a obtenu des résultats dans cette 
direction. Il a aussi établi des estimations à priori sur les variétés riemanniennes. Il convient de signaler que 
de telles estimations à priori ont été établies dans [5j- Elles dates d'ailleurs de 1984 (preprint d'Orsay). Elles 
ne sont pas utilisables ici car M n'est pas supposée à géométrie bornée. 

Le théorème énoncé ci-dessus a pour origine une question de P. Pansu. Les deux rapporteurs nous ont 
signalé des coquilles dans le texte inital; nous les en remerçions. 

2. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME. 

D'après la décomposition de de Rham-Hodge 

L 2 (h 1 M) = dC^{K l - l M) © ÔCS°(A t+1 M) © H 2 

où C§°(A i M) est l'espace des formes différentielles C°° à support compact, et où %2 est l'espace des formes 
harmonique de carré intégrable. On note H la projection orthogonale sur l-i 2 alors il est clair que si P/ désigne 
la solution fondamentale de l'équation de la chaleur sur les ^-formes, alors pour toute forme ui G L 2 (A l M) : 
on a : 

Hlo = lim Pfuj. 

Idée de la preuve du théorème. On commence par montrer que si H est le projecteur sur la composante 
harmonique de L 2 (A e (M)) , il existe 1 < qo < 2 tel que pour tout qo < p < q' Q il existe une constante c telle 
que 

Il Huj \\ p < c || u \ \ p . 

Dans une seconde étape, on montre que : 

/>OG 

|| / P/(l - H)ujdt \\ p < c || uj \\ p , pi<p<P2 
Jo 
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où Pf est le noyau de la chaleur sur les formes ^-formes. Soit ojo = (1 — H)ui. On veut voir que si l'on écrit 
oj = AGuj + Huj = 5dG{\ - H)uj + dôG{l - H)uj + Huj, G(l - H) = J °° P/(l - H)udt alors 

\\ SdG(l - H)oj \\ p < c \\ oj \\p et || dôG(l - H)oj \\ p < c \\ oj \\ p . 

Par exemple, si ojq = (1 — H)oj 

dSGuj = d5G{\ - H)uj 
= dSA~^ A~^uj 
= A~^dSA~^oj 
= A~3 dôA~^uj 

et 

|| dôGujç) \\p<\\ A~^d Hp^pH 5A^^uj \\ p < c\\oj \\ p . 
Pour prouver le théorème, on aura besoin du lemme suivant : 

Lemme 1. Sous les hypothèses du théorème, il existe qo < 2 tel que, pour tout qo < p < q' 0l 

Il Hoj \ \ p < c || oj \ \ p . 

Preuve du lemme : L'hypothèse (h) montre qu'il existe c > vérifiant (Au; , oj) > c \ \ oj \\% pour toute 
forme orthogonale à V.2- On note le supplémentaire orthogonal de "H 2 ; alors la norme de Pf restreinte 
à satisfait : 

Il Pt \uA\2^2< ce- Tat avec t-o >0. 

Si l'on écrit oj = oj' + oj" , avec uj' G "H^ et oj" G "H 2 , on voit que : 

Il f t V || 2 < ce- Tat II oj 1 || 2 ->- quand t +00 
P t e oj" = oj" et Hoj = uj" = lim^ +00 P t e uj. 

On veut examiner : 

uj - Huj = — —P!;ojds. 
Jo ds 

Cette expression a un sens si oj est C°° à support compact, car Jj-Pfw = -j^PgOj' dans l'écriture précédente; 
dans la décomposition spectrale, -§^Pg^ correspond à la fonction Ae~ tA pour A > c et, si t > i , cette fonction 
est bornée par ce~ Tlt , par conséquent : 

\\-J o Q-P&ds || 2 < H P^oj - oj || 2 + Il jf ^i?wd« II2 
< H w || 2 +c / e- T1 *^ H w || 2 • 

On choisira tg par la suite; nous avons 

uj-Huj = - / —P^uods - / —P^ujds. 
Jo ds L ds 
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Débarrassons nous du terme le moins gênant : pour tout 1 < p < oo, 

,to g 



P s uds \\p=\\ P tQ UJ - OJ \\ p < c II U! \\p . 

o os 

Nous avons utilisé implicitement l'inégalité || P/ w || p < e ct ° \ \ uj \ \ p qu'on peut trouver dans [S]. Par ailleurs, 
en utilisant la propriété du semigroupe : 

i ^ ds -4 d-s^^J* A 4°^* 

On a déjà vu que 

d 

(2.1) || 7T P L*o^ lb< ce~ ris || u || 2 ; on prend r = inf{r , n} 
Montrons que : 

(2.2) M a; IL < ce at \\ oj \U avec a > 0. 

as s +~ 

On a : 

PL* = ^o°Pi 

S T 4 4 

^P% = APf oP^ t0 
as s +— — 6 +— 

De plus, d'après [S], on a l'inégalité : 

(2.3) || P%ùj ||i< Cl e at || u ||i . 

On veut examiner APf sur L 1 (A £ M). Il suffit de l'examiner sut L°°. Soit A le laplacien sur les ^-formes sur 

T 

M et P t la solution fondamentale de l'équation de la chaleur associée. One note 7r : M — > M le revêtement, 
de sorte que 

Il APiw IUHI Â/^7r*w H» . 

4 4 

Mais d'après [1], comme M est à géométrie bornée, on a : 

Il ÂPi(^y) ||< ce-%~ 5(x ' v) 

4 

où (5 est la distance riemannienne sur M et p une constante qui ne dépend que la géométrie de M. De plus, 

Vol(P x (r)) =| B x (r) \< ce< r , 

7 ne dépend que de la géométrie de M. On veut voir que 

f e-% S{x ' v) da(x) < c et f e~^ S{x ' y) da{y) < c, 
Jm Jm 

où c ne dépend que de t et p. On note {x, e — Ï 5'*^ B ' Î ^ > a} l'ensemble des points a; de M tels que e to S ( x,v ' > 
a. On calcule pour cela la fonction de répartition à y fixé, puis à x fixé, et l'on trouve : 

| {x, e~& {x ' y) > a} | < c(-)* t0 , 

a 

| {y, e ~^ S{x ' y) > a} \ < c(-)* to 

a 
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Si j^to < 1 on voit que l'on a l'inégalité souhaitée. Ce qui entraine que : 

|| ÀPta_7T*ùJ II 

OC < c H w II 

4 

et 

^ oo — C | oo 

4 

|| APlw ||! < c||w||i. 

4 

Pour p = 1, on voit que : 

(2-4) || g-/^ IIHI AP|Piw ||x< c H P> ||x< c H a; 



Si p = 2, on a vu précédemment ()2.1[) que 

(2-5) || ^Pf W || 2 <c e - rt || W || 2 . 

On veut passer dep=l,2àf<p<2 dans les inégalités (|2.4I) et (|2.5p . Soit 1 < p < 2, on veut estimer la 



ll^U<--)ii, 



Pour cela on fait appel au théorème de convexité de Riesz-Thorin dont l'énoncé convenable dans ce contexte 
est le suivant. 

Théorème de Riesz-Thorin 

On considère deux valeurs 1 < po,Pi < oo, po 7^ pi ainsi qu'un opérateur T sur l'espace des sections (modulo 
égalité presque partout) du fibré des (-formes. On suppose que T applique L Po (A M) dans lui-même avec 
une norme qui ne dépasse pas Mq et d'autre part que T applique L Pl (A e M) dans lui-même avec une norme 
qui ne dépasse pas M\. Alors pour tout < 9 < 1 et p défini par : - = + T applique L P (A^M) dans 
lui-même avec une norme qui ne dépasse pas Mf. 

On applique ce théorème avec po = 1, pi = 2, 6 = Jr et T = ■§^P* + t • L'énoncé ci-dessus avec les inégalités 



(12. 4j) et (|2.5p montrent que 

Il §- s pi s+ îo" \\p< (c'e as ) 1 " 8 (ce- r f = C "eW 1 - 9 '- T9 ' s . 

Il s'ensuit que si l'on prend qo = ^r^r on a q' — 2 ^ a ( ^ T ' > pour qo < p < q' et 

Il — P e , w II < ce-~< (p)s 
Il ds ^ s+ ^\\p^ce 

avec 7(p) — a ~ -^(a + t). En effet par dualité, il suffit de montrer l'inégalité ci-dessus pour ço < P < 2 en 



prenant 6 — 2/p' , on voit que 



2 2r 2 

(I - 0)a - T 0=(l )q = a (a + t) < 0. 

p' p' p' 



Finalement, on a bien : 
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roc q 

\\ u) — Huj II = || / — Pfcjds ||< c || us IL 
Jo 9s 

et || Huj || p < c || uj \ \ p . 



Lemme 2. Pour tout uj € (A £ M) , on pose Guj = / °° P/(l — H)ujdt. Il existe p\ avec 1 < pi < 2 et 
c > ie/s gwe pour tout p\ < p < p\ et pour tout uj € (A e M) , on ait : 

Il Guj || p < c || W ||p . 

Preuve du lemme : Soit uj de classe C°° à support compact. On pose ujq = uj — Hoj, et l'on veut 
prouver que : 

1 1 / PtUJ dt | | p < c 1 1 oj | \ p pour pi < p < p 2 
Jo 

où pi sera déterminé dans la suite. En effet : 

/>oo />oo 

/ Pfuj dt= / Pf{l-H)ujdt. 
Jo Jo 

Pour p = 2, puisque (Aw , oj) > c \ \ uj [ sur "H^- : 

|| p/(i-HM| 2 < ce - Tt || w || 2 . 

Soit e suffisamment petit devant r. On pose 9q — alors 9q < 1 et 

a + t 

1 1-0 O 6»o . 2(a + r + e) 

Po Çe 2 a + 2r 

On remarque, par le lemme précédent, que q e > çq et on constate que : 

a(l - 6>o) - 0o r < 0. 

22 9 9 11 9 9 

Si - = 1 avec O < 0i < 1 alors p Q < p < 2 et réciproquement si p < p < 2, - = ! — avec 

P 2 P 9e 2 

O < < 1 et a(l - 0) - 0r < 0. 

^ ^ Q Q 

Soit — = 1 — . Pour q e on a vu, Lemme 1 : 

P 2 

||i?(l-H)w|| 9 . < ||P/||„||(l-iïM| 9£ ^ e 

< || J?|L_>,.|| w IL + ||ffw|| 9 . 

< c II P/ ||g e -y g J| w ||g e (d'après le lemme 1) 

< ce Q *||a;|| ?s (d'après g]). 

Si p = 2, || P t (1 — H)uj || 2 < ce _r * || w || 2 . En utilisant le théorème de Riesz - Thorin précédent, on trouve 
que 

|| P/(l - H)uj \\ p < ce a{1 - e)t e- 9Tt < ce" 7 ^ 
où 7(p) = 0r — a(l — 0). Comme P/(l — H) est auto-adjoint, on a : 

|| P/(l - H)uj |L< ce"*'' pour q t < p < q' t . 
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Il en découle que 
(2.6) 



/■OO 

/ P t f(l — H)ujdt \\p< c || uj \\ p pour q e < p < q' e , on prend pi = ç c 
Jo 



et 

(2.7) | 
ce qui termine la preuve du lemme. 



/* oo 

/ P[ùJodt \ \ p < c || ujq \\ p < c || uj \\ p 
Jo 



Fin de la démonstration du théorème. On voit sans peine que 

ui — AGuj + Huj = AGujq + Huj = d5Gu> + SdGuj + Huj, où u>o = (1 — H)ui. 
On voit aussi facilement que 

/>oo 

(2.8) / P*r?(l- H)wdt = A-5(l-iï> 

et 

|| A"5(l-iï) 

^ IIp— c II w llp pour pi < p < (pi fit j>2 viennent du lemme 2 

d'après (|2Tïï|) . 

On veut montrer que 

|| SdGujQ \\ p < c || w ||p et || dôGujQ \ \ p < c \ \ uj \\ p . 

Comme M est à géométrie bornée, pour toute constante 7 suffisamment grande, on a (voir [T] ou [S]) : 

Il duj ||p + H Suj \\ p < c II (A + 7 )3o; || p . 

Mais la fonction /(a;) = (1 + x)i — , pour a; > 0, est la transformée de Laplace d'une mesure bornée 
R + PQ, par conséquent 



1 1 



V / 7(( 1 + -) 5 - (-)*) = (^ + 7) 5 -a' =V7 / e r*d/i(i) 

7 7 



et 

f OO 



/•OO 

(A + 7)5 - As = ^7 / e~ A ^dn(t). 
Jo 

Il s'ensuit que : 

/■oo 

H (A + 7)2 - A^)w || p <c / ||e" A ^ llp^pH uj \\ p d^{t). 

Jo 

D'après le résultat antérieur 

||e~ A ^ \\p^ p dt< / e ( Q ( 1 ^^)^t<c 
Jo 

dans l'intervalle que nous considérons et il en résulte que : 

Il (A + 7)5 - AÎ)w || p < c y uj \\ p . 

Alors : 

Il duj ||p + Il Suj \\ p < c II A^uj ||p +c II cj ||p 
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et d'après ([^8 



Donc 



Puis 



|| duo \\ p + || ôlu \ \ P < c || A 2 w ||p . 
<i(A~ 2 u;o) < c || wq ||p et || <5(A~ 2 u;o) < c || || P 



dôGcJo = dôA 2 A 2 w = A 2 <i<5 A 2 w 
car <i(5 commute avec A. Par conséquent 

|| d5Guj || p <|| A~^d llp^pll (JA^ïwo || p < c || w || p . 
On a la même estimation pour 

|| ôdGwo \\ p < c || uio \\ p . 

De plus 

|| ÔGujq \\ p + || dGujQ \\ p < c || A 2 Gwo ||p= c || A _2 ll>o || P < c || || p < c || a; || p . 

Considérons p\ < p < p2- Si a; est C°°, il est clair que Hlu est harmonique par la théorie L 2 . Si w est dans 
L p , la continuité de P et la densité de dans L p entraine que Hlu est harmonique et est dans L p . Soit lu 
dans L p , d'après la décomposition précédente, 

LU = dbJi + ÔLÛ2 + LU 3 



avec (5wi G £ p , duj2 G £ p , et G L p et harmonique. Si du> = 0, eWaj2 = et, comme S 2 lu2 — 0, 5lu- 



2 

est harmonique, puisque (1 — H)ôlu2 — <5w 2 , HSlu2 — 0, JjP/<5w2 — AP/<5w2 = et ôu>2 = H5lû2 = car 
Hlu = lim t _ i . 0O P/w, P^5lu2 = Slu2- H s'en suit que du: = implique que lu — dwi+u^, avec oji G L p , A0J3 = 0. 
Les classes de cohomologie sont donc représentées par des formes harmoniques. 

3. Un corollaire. 

Corollaire : Soient pi et p 2 comme ci-dessus et pi < p < p 2 . On suppose que le rayon d'injectivité de 
M est minoré. Alors dim{'Hp) est finie si, et seulement si, dim('H.2) est finie. De plus dim("H p ) = dim('H2). 
Preuve : On suppose p < p alors il est clair que W p C % po . En effet, soit w G Hp] alors P/w = lu et 

Il U) \\p <\\ P/w \\ P0 <\\ Pf \\p->p \\ W || p , 

mais (voir [2]) : 

\\Pt \\<ce- p{x ' y) ^ K{x,y). 

Pour x fixé, K comme fonction de y est dans L q avec — = - + - — 1, avec une norme indépendante de x. 

a po p q ' r 

De même pour y fixé, K comme fonction de x est dans le même L q . Soit 

K(\\u;\\)(x)= f K(x,y)\\u> y \\Mv)- 

J M 
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Alors 

\\K(\\uj\\) \\ P0 < Cl \\u\\ p 

d'après [3], et wo est dans L Po , de plus : 

dimCHp) < dim(-H Po ) < dim(W 2 )- 

L'espace dual de H p est L q (K t M)/n^ avec | + ± = 1, où ^ est l'orthogonal de % p dans L q (K l M). Il 
est de dimension finie si, et seulement si, Hp est de dimension finie. De plus, d'après la décomposition 
précédente, L q (A e M)/'H p l ~ 'Hg. Par conséquent dim('Hp) = dim(H ç ). En supposant p\ < p < 2, on a les 
inégalités suivantes : 

dim(-Hp) < dim(-H 2 ) < dim(H q ) = dim(H p ). 

Finalement, 

dim("Hp) = dim('H2)- 
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